Systèmes d’équations linéaires

1/ Généralités

a) Définition

On appelle système de deux équations linéaires à deux inconnues tout système qui peut se mettre sous la forme :  EQ \b\lc\{( \s(ax + by = c;a’x + b’y = c’)) où a, b, c, a’, b’, c’ sont des réels donnés.

Une solution d’un tel système est un couple (x ; y) tels que (x ; y) soit solution de chacune des deux équations. 

Résoudre un système c’est déterminer tous les couples solutions du système.

Exemple : 

 eq \b\lc\{( \s(2x + 3y = 11;3x – 5y = 7)) est un système linéaire. Le couple (4 ; 1) est une solution de ce système.

b) Interprétation graphique

Le plan est muni d'un repère (O; EQ \o(\s\up7(\d\fo1()\d\ba3() SYMBOL 174 \f"Symbol"\s5\h);i)
, EQ \o(\s\up7(\d\fo1()\d\ba3() SYMBOL 174 \f"Symbol"\s5\h);j)
).

Soit le système (S)  EQ \b\lc\{( \s(ax + by = c     (1);a’x + b’y = c’   (2))) où a et b d'une part, a' et b' d'autre part ne sont pas simultanément nuls.

Les équations (1) et (2) du système sont les équations de deux droites (D1) et (D2).

Dire qu'un couple (x, y) est solution du système (S) revient donc à dire que le point M de coordonnées (x ; y) est un point d'intersection des deux droites.

2/ Résolution des systèmes

Soit (S) le système  EQ \b\lc\{( \s(ax + by = c;a’x + b’y = c’))
On appelle déterminant de (S) le nombre réel noté det(S) défini par det(S) = ab’– a’b.

Le tableau ci-dessous regroupe les cas possibles :

	det(S) SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0
	det(S) = 0

	Les droites (D1) et (D2) sont sécantes.
	Les droites (D1) et (D2) sont strictement parallèles.
	Les droites (D1) et (D2) sont confondues.

	

	
	

	Le système (S) admet une unique solution.
	Le système (S) n'a pas de solution.
	Le système (S) admet une infinité de solutions.


3/ Exemples de résolutions

Exemple 1 : Méthode par combinaisons linéaires

Résoudre le système (S1)   EQ \b\lc\{( \s(7x – 6y = 12;5x + 3y = 11))           EQ \x\le(\a\ac\hs4\co1(×1;×2))         EQ \x\le(\a\ac\hs4\co1(×5;×(–7)))
a) det (S1) = 7×3 – 5×(–6) = 21 + 30 = 51 SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0 donc (S1) admet une solution unique.

b) Déterminons cette solution en multipliant les deux équations par des coefficients bien choisis qui permettent d’« éliminer » les x d’une part et les y d’autre part.

	(S1) équivaut à   EQ \b\lc\{( \s(7x – 6y = 12;10x + 6y = 22))
On en déduit         17x   =   34

                                   x = 2  
	(S1) équivaut à   EQ \b\lc\{( \s(35x – 30y = 60;–35x – 21y = –77))
On en déduit             –51y = –17

                                  y =   EQ \s\do2(\f(–17;–51)) =   EQ \s\do2(\f(1;3))


  EQ \x(La solution de (S1) est le couple )
)

Exemple 2 : Méthode par substitution

Résoudre le système (S2)   EQ \b\lc\{( \s(2x – y = 2;6x + 5y = –6))
a) det(S2) = 2×5 – 6×(–1) = 10 + 6 = 16 SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0 donc (S2) admet une solution unique.

b) Déterminons cette solution en exprimant y en fonction de x dans la première équation et en substituant la valeur obtenue dans la deuxième équation.

(S2)   SYMBOL 219 \f "Symbol"\h     EQ \b\lc\{( \s(y = 2x – 2;6x + 5(2x – 2) = –6 ))   SYMBOL 219 \f "Symbol"\h     EQ \b\lc\{( \s(y = 2x – 2;16x – 10 = –6))   SYMBOL 219 \f "Symbol"\h     EQ \b\lc\{( \s(y = 2x – 2;16x = 4))   SYMBOL 219 \f "Symbol"\h     EQ \b\lc\{( \s(x = ;y = 2x – 2 ))

   SYMBOL 219 \f "Symbol"\h     EQ \b\lc\{( \s(x = ;y = 2×  EQ \s\do2(\f(1;4)) – 2))
   SYMBOL 219 \f "Symbol"\h     EQ \b\lc\{( \s(x = ;y = –   EQ \s\do2(\f(3;2))))
.


  EQ \x(La solution de (S2) est le couple ,–   EQ \s\do2(\f(3;2)))
)
.

Exemple 3 : Cas où le déterminant est nul 1

Résoudre le système (S3)   EQ \b\lc\{( \s(4x + 6y = 5;6x + 9y = 7))           EQ \x\le(\a\ac\hs4\co1(×3;×2))
a) det (S3) = 4×9 – 6×6 = 36 – 36 = 0 donc (S3) n'a aucune solution ou en a une infinité.

b) On multiplie les deux équations par des coefficients bien choisis de façon à ce que les membres de gauche soient les mêmes dans les deux équations.

Multiplions la première équation par 3 et la seconde par 2.

(S3) équivaut à   EQ \b\lc\{( \s(12x + 18y = 15;12x + 18y = 14))            Les deux équations sont incompatibles.

  EQ \x((S3) n'a aucune solution.)
Exemple 4 : Cas où le déterminant est nul 2

Résoudre le système (S4)   EQ \b\lc\{( \s(3x – y =   EQ \r(3);  EQ \r(6)x – 2y = EQ \r(2)))
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a) det (S4) = 3×(–2) –   EQ \r(6)×(–  EQ \r(6)) = –6 + 6 = 0 donc (S4) n'a aucune solution ou en a une infinité.

b) Multiplions la première équation par   EQ \r(6) et la seconde par 3.

(S4) équivaut à   EQ \b\lc\{( \s(3x – 6y =   EQ \r(18) = 3EQ \r(2);3  EQ \r(6)x – 6y = 3EQ \r(2)))
 

Les deux équations sont équivalentes.

 eq \x((S4) a une infinité de solutions : tous les couples (x,y) vérifiant 3x – y = EQ \r(3))
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