Chapitre VIII : Equations de droite – Système linéaire 

I. Equations de droite

Exemple : Dans un repère (O ;

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());i)
,

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());j)
), on place trois points A(1 ; 2), B(4 ; -2) et C(1 ; -2).

On se propose de déterminer les équations des droites (AB) et (AC).

Soit M(x ; y) un point du plan.

(  Si M est un point de la droite (AB), alors les vecteurs 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AM)
 et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AB)
 sont colinéaires

et  

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AM)
  eq \b(\a\ac\hs4\co1(x – 1 ;y – 2))         

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AB)
  eq \b(\a\ac\hs4\co1(4 – 1 ;-2 – 2))   ;   

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AB)
  eq \b(\a\ac\hs4\co1(3 ;-4))


 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AM)
 et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AB)
 sont colinéaires équivaut à  -4(x – 1) – 3(y – 2) = 0

                                            équivaut à           -4x – 3y + 10 = 0

                                            équivaut à                               y = -  eq \s\do1(\f(4;3)) x +  eq \s\do1(\f(10;3)).

Une équation de la droite (AB) est alors  y = -  eq \s\do1(\f(4;3)) x +  eq \s\do1(\f(10;3)).

(  Si M est un point de la droite (AC), alors 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AM)
 et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AC)
 sont colinéaires

et  

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AM)
  eq \b(\a\ac\hs4\co1(x – 1 ;y – 2))       

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AC)
  eq \b(\a\ac\hs4\co1(1 – 1 ;-2 – 2))   ;   

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AC)
  eq \b(\a\ac\hs4\co1(0 ;-4))


 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AM)
 et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AC)
 sont colinéaires équivaut à -4(x – 1) + 0 ( (y – 2) = 0

                                            équivaut à                        -4x + 4 = 0

                                            équivaut à                                  x = 1

Une équation de la droite (AC) est  x = 1.

Théorème : Dans un repère, toute droite d a une équation de la forme :

1.  y = mx + p, si d est non parallèle à l’axe des ordonnées ;

2.  x = c, si d est parallèle à l’axe des ordonnées.

Lorsqu’une droite d a pour équation  y = mx + p , on dit que m est le coefficient directeur de d, et p l’ordonnée à l’origine.

Remarque : Si A et B ont la même abscisse (xA = xB), alors la droite (AB) est parallèle à l’axe des ordonnées et son équation est x = xA.

II. Parallélisme de droites

a) vecteur directeur d’une droite

Définition :  Un vecteur directeur d’une droite d est un vecteur non nul dont la direction est celle de d.

b) conséquences

-  Si A et B sont deux points quelconques et distincts de d, alors 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AB)
 est un vecteur directeur de d.
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-  Si dans un repère, une droite d a pour équation  y = mx + p ,                                                      d
alors le vecteur 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u)
  eq \b(\a\ac\hs4\co1(1 ;m)) est un vecteur directeur de d.

-  Dans un repère (O ;

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());i)
,

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());j)
), si le vecteur 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u)
  eq \b(\a\ac\hs4\co1(1 ;m)), avec m ( 0, 

est un vecteur directeur d’une droite d, alors m est le coefficient directeur de d.

Exercice : Dans le repère (O ;

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());i)
,

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());j)
), on donne le point A(2 ; 3) et le vecteur 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u)
  eq \b(\a\ac\hs4\co1(3 ;-2)).

Trouver une équation de la droite d passant par A et de vecteur directeur 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u)
.

Solution : Le vecteur 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u)
  eq \b(\a\ac\hs4\co1(3 ;-2)) est un vecteur directeur de d, donc le vecteur 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());v)
  eq \b(\a\ac\hs4\co1(1 ;- ))
 est aussi un vecteur directeur de d. La droite d a donc pour coefficient directeur le réel -  eq \s\do1(\f(2;3))  et pour équation :

y = -  eq \s\do1(\f(2;3)) x + p.

Pour déterminer p, on écrit que le point A appartient à d donc  3 = -  eq \s\do1(\f(2;3)) ( 2 + p  et  p = 3 +  eq \s\do1(\f(4;3)) =  eq \s\do1(\f(13;3)).

c) droites parallèles et coefficient directeur

Propriété : Dans le plan muni d’un repère (O ;

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());i)
,

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());j)
), la droite d a pour équation  y = mx + p et la droite d’,  y = m’x + p’.

Dire que d et d’ sont parallèles équivaut à dire que m = m’.

En effet, 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());v)
  eq \b(\a\ac\hs4\co1(1 ;m)) est un vecteur directeur de d et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());v’)
  eq \b(\a\ac\hs4\co1(1 ;m’)) est un vecteur directeur de d’ ; d et d’ sont parallèles signifie que 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u)
 et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());v)
 sont colinéaires c’est à dire 1 ( m – 1 ( m’ = 0  et  m = m’.

Exercice : Soit d la droite d’équation  3x – 5y = 10  et le point A(2 ; 3).

Déterminer l’équation réduite de la droite d’ parallèle à d et passant par A.

Solution : 3x – 5y = 10  équivaut à  y =  eq \s\do1(\f(3;5)) x – 2. Le coefficient directeur de d est alors  eq \s\do1(\f(3;5)) et comme d’ est parallèle à d, une équation de d’ est de la forme  y =  eq \s\do1(\f(3;5)) x + p.

d’ passe par A, ce qui nous donne  3 =  eq \s\do1(\f(3;5)) ( 2 + p  et  p =  eq \s\do1(\f(9;5))  et une équation de d’ est  y =  eq \s\do1(\f(3;5)) x +  eq \s\do1(\f(9;5)).

III. Systèmes linéaires

Nous nous proposons d’étudier graphiquement le système (S)   eq \b\lc\{( \s(ax + by = c ;a’x + b’y = c’))
a) cas où b ( 0  et  b’ ( 0

L’équation  ax + by = c  équivaut à : y = -  eq \s\do1(\f(a;b)) x +  eq \s\do1(\f(c;b))          [1]

L’équation  a’x + b’y = c’  équivaut à  y = -  eq \s\do1(\f(a';b')) x +  eq \s\do1(\f(c';b'))      [2]

Dans un repère, on note d et d’ les droites dont les équations réduites sont respectivement les équations [1] et [2].

Résoudre le système (S) revient à chercher les coordonnées des points communs aux deux droites d et d’.

Trois cas peuvent se présenter :

-  d et d’ sont sécantes, ce qui signifie que d et d’ n’ont pas le même coefficient directeur équivaut à  eq \s\do1(\f(a;b)) (  eq \s\do1(\f(a’;b’))  ou  ab’ – a’b ( 0.

Dans ce cas, le système a un unique couple solution.

(  d et d’ sont parallèles  équivaut à  ab’ – a’b = 0

-  si d et d’ sont de plus distinctes, alors le système n’a pas de solution.

-  si d et d’ sont confondues, alors le système admet une infinité de solutions.

b) cas  b = 0  ou  b’ = 0

Alors, l’une des droites d et d’, au moins, est parallèle à l’axe des ordonnées. Par exemple si b = 0, ax + by = c devient x =  eq \s\do1(\f(c;a)), avec a ( 0.) Il est aisé dans ce cas de savoir si d et d’ sont sécantes, ou parallèles disjointes, ou confondues.

Exemple 1 : Résoudre le système   eq \b\lc\{( \s(4x – 3y = 6     [1];x + 5y = 13     [2]))
Ici, ab’ – a’b = 4 ( 5 – 1 ( (-3) = 23 ( 0, donc le système admet une unique solution

On multiplie les deux membres de l’équation [2] par 4.

Le système devient  eq \b\lc\{( \s(4x – 3y = 6         [1];4x + 20y = 52     [2']))
En effectuant la différence [2’] – [1], on obtient : 20y + 3y = 52 – 6, c’est à dire y =  eq \s\do1(\f(46;23)) = 2.

On obtient la valeur de x en remplaçant y par 2 dans par exemple l’équation [1] :

on a alors : 4x – 6 = 6, ce qui donne x = 3.

Le couple solution est alors : (x ; y) = (3 ; 2).

Exemple 2 : Résoudre le système  eq \b\lc\{( \s(4x – 6y = 2    [1] ;6x – 9y = 3    [2]))
ab’ – a’b = 4 ( (-9) – 6 ( (-6) = -36 + 36 = 0  donc le système n’a pas de solution ou a une infinité de solutions.

En multipliant [1] par 3 et [2] par 2, on obtient le système :  eq \b\lc\{( \s(12x – 18y = 6 ;12x – 18y = 6)). Les deux équations n’en forment en fait plus qu’une et l’ensemble des solutions du système est l’ensemble des coordonnées des points de la droite d’équation 4x – 6y = 2, c’est à dire y =  eq \s\do1(\f(2;3)) x –  eq \s\do1(\f(1;3)).

