Inéquations à une inconnue

1/ Signe d’une expression

a) Tableau de signe

Le signe d’une expression dépendant de x se résume dans un tableau de la forme suivante :
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Exemples :

	x
	–SYMBOL 165 \f "Symbol"\h
	
	2
	
	5
	
	+SYMBOL 165 \f "Symbol"\h

	signe de A(x)
	
	+
	0
	–
	0
	+
	


A(x) est négatif pour x compris entre 2 et 5.
A(x) est positif pour x inférieur à 2 ou supérieur à 5.

A(2) = A(5) = 0.


	x
	–SYMBOL 165 \f "Symbol"\h
	
	–1
	
	+SYMBOL 165 \f "Symbol"\h

	signe de B(x)
	
	+
	║
	+
	


B(–1) n’existe pas

B(x) est positif pour toute valeur de x différente de –1
b) Signe d’une fonction affine (Rappel)
Soit f une fonction affine définie par f(x) = ax + b. Le signe de f est donné, selon le signe de a, par les tableaux suivants :
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Exemples :

f : x 

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 174\f"Symbol"\h\s5EQ \s\up1()
  eq \s\do1(\f(1;2))x + 1 

f(x) = 0 SYMBOL 219 \f "Symbol"\h  eq \s\do1(\f(1;2))x + 1 = 0 SYMBOL 219 \f "Symbol"\h  eq \s\do1(\f(1;2))x = –1 SYMBOL 219 \f "Symbol"\h x = –2

La racine de f est –2

 eq \s\do1(\f(1;2)) est positif donc f est croissante, le signe de f est donc donné par le tableau suivant :

	x
	–SYMBOL 165 \f "Symbol"\h
	
	–2
	
	+SYMBOL 165 \f "Symbol"\h

	Signe de f(x)
	
	–
	0
	+
	



g : x 

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 174\f"Symbol"\h\s5EQ \s\up1()
 –3x + 2

g(x) = 0 SYMBOL 219 \f "Symbol"\h –3x + 2 = 0 SYMBOL 219 \f "Symbol"\h –3x = –2 SYMBOL 219 \f "Symbol"\h x =  eq \s\do1(\f(2;3))
La racine de g est  eq \s\do1(\f(2;3))
–3 est négatif donc g est décroissante, le signe de g est donc donné par le tableau suivant :

	x
	–SYMBOL 165 \f "Symbol"\h
	
	 eq \s\do1(\f(2;3))
	
	+SYMBOL 165 \f "Symbol"\h

	Signe de g(x)
	
	+
	0
	–
	


On peut retenir uniquement la règle suivante :

Soit f une fonction affine définie par f(x) = ax + b. Le signe de f est donné par le tableau suivant :


c) Signe d’un produit, d’un quotient

Le produit ou le quotient de deux réels positifs est positif.

Le produit ou le quotient de deux réels négatifs est positif.

Le produit ou le quotient de d’un réel positif et d’un réel négatif est négatif.

Remarque : On utilise ces règles pour construire le tableau de signes d’une expression écrite sous forme d’un produit ou d’un quotient.

Exemple : Tableau de signes de h(x) = f(x) SYMBOL 180 \f "Symbol"\h g(x) =  eq \b(x + 1)
 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h (–3x + 2).

	x
	–SYMBOL 165 \f "Symbol"\h
	
	–2
	
	 eq \s\do1(\f(2;3))
	
	+SYMBOL 165 \f "Symbol"\h

	signe de f(x)
	
	–
	0
	+
	
	+
	

	signe de g(x)
	
	+
	
	+
	0
	–
	

	signe de h(x)
	
	–
	0
	+
	0
	–
	


2/ Règles de calcul sur les inégalités

( On peut transformer une inégalité en une inégalité équivalente en additionnant aux deux membres de l’inégalité un même nombre.

( On peut transformer une inégalité en une inégalité de même sens en multipliant les deux membres de l’inégalité par un même nombre strictement positif.

( On peut transformer une inégalité en une inégalité de sens contraire en multipliant les deux membres de l’inégalité par un même nombre strictement négatif.

Exemples

	2x + 1 ( 0
	SYMBOL 219 \f "Symbol"\h
règle (
	2x + 1 + (–1) ( 0 + (–1)
	SYMBOL 219 \f "Symbol"\h
	2x ( –1
	SYMBOL 219 \f "Symbol"\h
règle (
	2x SYMBOL 180 \f "Symbol"\h   eq \s\do1(\f(1;2)) ( –1 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h  eq \s\do1(\f(1;2))
	SYMBOL 219 \f "Symbol"\h
	x ( –  eq \s\do1(\f(1;2))

	
	
	
	
	
	
	
	
	


	–2x + 1 ( 0
	SYMBOL 219 \f "Symbol"\h
règle (
	–2x + 1 + (–1) ( 0 + (–1)
	SYMBOL 219 \f "Symbol"\h
	–2x ( –1
	SYMBOL 219 \f "Symbol"\h
règle (
	–2x SYMBOL 180 \f "Symbol"\h  eq \b(– )
 ( –1 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h  eq \b(– )

	SYMBOL 219 \f "Symbol"\h
	x ( –  eq \s\do1(\f(1;2))

	
	
	
	
	
	
	
	
	


3/ Inéquations à une inconnue

Parmi toutes les inéquations, certaines se résolvent en utilisant des techniques à savoir

a) Inéquation de degré 1

Pour résoudre une inéquation de degré 1 (c’est-à-dire sans x2, x3, sans  eq \r(  ) , sans dénominateur), on développe les expressions et on utilise la règle ( pour isoler l’inconnue dans un membre puis les règles ( et ( pour déterminer les valeurs possibles de l’inconnue.

Exemple

(E) : –3(x + 2) ( x – 2    SYMBOL 219 \f "Symbol"\h    –3x + 6 ( x – 2    SYMBOL 219 \f "Symbol"\h    –3x – x ( –2 – 6    SYMBOL 219 \f "Symbol"\h    –4x ( –8    SYMBOL 219 \f "Symbol"\h    x (  eq \s\do1(\f(–8;–4)) = 2   

On a donc    S = ]2 ; +SYMBOL 165 \f "Symbol"\h[

b) Inéquations de degré supérieur ou égal à 2

Pour résoudre une inéquation de degré supérieur ou égal à 2, on utilise la règle ( pour rassembler toutes les expressions dans un seul membre, on factorise puis on construit le tableau de signes de l’expression. L’ensemble des solutions sera lu directement dans le tableau.

Exemple

(E) : x(x + 1) ( 2x + 2    SYMBOL 219 \f "Symbol"\h    x(x + 1) – (2x + 2) ( 0    SYMBOL 219 \f "Symbol"\h    x(x + 1) – 2(x + 1) ( 0    SYMBOL 219 \f "Symbol"\h    (x + 1)(x – 2) ( 0 

	x
	–SYMBOL 165 \f "Symbol"\h
	
	–1
	
	2
	
	+SYMBOL 165 \f "Symbol"\h

	signe de x + 1
	
	–
	0
	+
	
	+
	

	signe de x – 2
	
	–
	
	–
	0
	+
	

	signe de (x + 1)(x – 2)
	
	+
	0
	–
	0
	+
	


Par lecture du tableau, on obtient : S = [–1 ; 2].

c) Équation quotient

Pour résoudre une inéquation quotient (c’est-à-dire une inéquation dans laquelle l’inconnue apparaît au dénominateur), on utilise la règle ( pour rassembler toutes les expressions dans un seul membre, on réduit au même dénominateur puis on construit le tableau de signes de l’expression. L’ensemble des solutions sera lu directement dans le tableau.

Exemple

(E) :  eq \s\do1(\f(x(–x – 3); x – 2)) (  eq \s\do1(\f(4(–x – 3); x – 2))    SYMBOL 219 \f "Symbol"\h     eq \s\do1(\f(x(–x – 3); x – 2))  –  eq \s\do1(\f(4(–x – 3); x – 2)) ( 0    SYMBOL 219 \f "Symbol"\h     eq \s\do1(\f((x – 4)(–x – 3);x – 2)) ( 0

	x
	–SYMBOL 165 \f "Symbol"\h
	
	–3
	
	2
	
	4
	
	+SYMBOL 165 \f "Symbol"\h

	signe de x – 4
	
	–
	
	–
	
	–
	0
	+
	

	signe de –x – 3
	
	+
	0
	–
	
	–
	
	–
	

	signe de x – 2
	
	–
	
	–
	0
	+
	
	+
	

	signe de  eq \s\do1(\f((x – 4)(–x – 3);x – 2))
	
	+
	0
	–
	║
	+
	0
	–
	


Par lecture du tableau, on obtient : S = ]–SYMBOL 165 \f "Symbol"\h ; –3] SYMBOL 200 \f "Symbol"\h ]2 ; 4].

4/ Résolutions graphiques

On peut résoudre des équations en traçant les courbes correspondantes dans un repère et en lisant graphiquement les solutions.

Exemple

(E) : x2 – x – 1 ( x + 2

Soit f la fonction définie par f(x) = x2 – x – 1 et g la fonction définie par g(x) = x + 2. On appelle Cf  et Cg leurs représentations graphiques.

Les solutions de (E) sont les abscisses des points de Cf  situés « en dessous » de Cg 

donc S = [–1 ; 3]

Si a ( 0 alors f est décroissante donc :
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