03. Calcul algébrique - Seconde


	                    CALCUL ALGEBRIQUE  


I. FACTORISATION, DEVELOPPEMENT

a. Développement

Lorsqu’une expression se présente sous la forme d’un produit, dire qu’on développe, c’est dire qu’on le transforme en une somme :

(a  ba  b) s’écrit : a  EQ \s\up7(2)  ab  b  EQ \s\up7(2)
Pour effectuer un développement, on utilise certaines formules, ou identité remarquables :

ac  c  ab  ac
a ba b  a  EQ \s\up7(2)  b  EQ \s\up7(2)
a b²  a  EQ \s\up7(2)  ab  b  EQ \s\up7(2)
a b²  a  EQ \s\up7(2)  ab  b  EQ \s\up7(2)
Exercice 1 :

Développer les expressions suivantes :

A = a  b      a  b
B = x x 
C = 3;4))  EQ \b(x + )
2;3))  EQ \b(x + )

D = (x  )²

E = x x 
F = x  ²  
G = 3)x -  EQ \s\do2(\f()
;5))
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 3)x +  EQ \s\do2(\f()
;5))

b. Factorisation

La factorisation est le fait d'écrire une expression sous la forme d'un produit. En Seconde, seules deux méthodes de bases comptent. L'une fait intervenir les identités remarquables et l'autre la mise en évidence d'un facteur commun.

Avec les identités remarquables :

· Factorisons l'expression x²  .
Remarquons que nous avons là une expression de la forme a2 – b2 où a vaut x et b, 7.
Ayant remarqué cela, on obtient :
x2 – 49 = x x 
· Pour factoriser x  EQ \s\up7(2)  x  , on remarque que l’expression est du type : a  EQ \s\up7(2)  ab  b  EQ \s\up7(2) = a b² où a = x et b = 2.
On a alors : x  EQ \s\up7(2)  x  x  )²

Avec un facteur commun :

Cette technique repose sur la formule que nous avons énoncée à l'occasion du premier paragraphe, à savoir : ab  a.c  a.b c
Tout le problème est donc de trouver le facteur commun.

· Par exemple, factorisons l'expression x x   x x .
Si on regarde attentivement cette expression, on remarque un somme de deux produits qui ont un facteur en commun : (x 
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Exercice 2 :

Factoriser les expressions suivantes :

A = x x   (x    x x 

B = (x  ²  x    x x  x  

Autres cas :
Il existe des cas où il faut recourir plusieurs fois aux techniques que nous venons de voir.

Factorisons l'expression (x²  .x    (x²  . 
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Nous avons recouru deux fois aux identités remarquables et une fois à la mise en évidence d'un facteur en commun.

II. EQUATIONS

a. Equations simples

Résoudre une équation à une inconnue x dans R, c’est déterminer l’ensemble des réels x vérifiant l’équation.

Cet ensemble est appelé ensemble des solutions de l’équation.

Il faut retenir les 5 principes suivants :

· Lorsqu’on ajoute un même réel aux deux membres d’une équation, on obtient une nouvelle équation qui a les mêmes solutions que la précédente.

· Soustraire, c’est en fait ajouter l’opposé.

· Lorsqu’on multiplie les deux membres d’une équation par un réel non nul, on obtient une nouvelle équation qui a les mêmes solutions que la précédente.

· Diviser, c’est multiplier par l’inverse.

· Dire deux équations sont équivalentes équivaut à dire qu'elles ont les mêmes solutions.

Exercice 3 :
résoudre les équations suivantes :

A) 2x + 1 = x + 4

B) x = x ( 15

C) 2x +3 = x +5 ( (2 ( x )

b. Equations se ramenant au premier degré : A(x)B(x) = 0

On sait résoudre une équation qui n’est pas du premier degré lorsqu’on se ramène à un produit de facteurs du premier degré en utilisant la propriété suivante :

Un produit de facteurs est nul ssi l’un des facteurs est nul

C’est à dire : XSYMBOL 180 \f "Symbol"\hY = 0 équivaut à X = 0 ou Y = 0.

Par exemple, Intéressons-nous à l'équation x²    x  ²  .
Si on développe bêtement, on arrive à 24x2 – 48x + 18 = 0, qu’on ne sait pas (encore) résoudre.

Or, 8x2 – 18 + 4(2x – 3)2 = 0 équivaut à 2(4x2 – 9) + 4(2x – 3)2 = 0
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                                                                 (2x – 3)(12x – 6) = 0

un produit de deux facteurs est nul si et seulement si l'un des facteurs est nul :

Autrement écrit : 
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Les deux solutions de cette équation sont donc 0,5 et 1,5, la résolution d'une équation doit se terminer par l'énoncé de l'ensemble des solutions.

S = {0,5 ; 1,5}.

Exercice 4 :
Résoudre l’équation  x ² ( 4 + (x ( 2)(x +1) = 0

c. Résolution d’équation du type A(x)/B(x) = 0
Lorsqu’on a une équation de la forme  EQ \s\do2(\f(A(x);B(x)))= 0 à résoudre, le première chose à faire, c’est déterminer les réels qui ne peuvent en aucun cas être solution de cette équation.

C’est-à-dire les réels x pour lesquels B(x) s’annule (Valeur interdite, car on ne peut pas diviser par 0). 

Par exemple, on veut résoudre l’équation : 2) EQ \s\do2(\f(x - 1;x + 1))
 = 0
On cherche d’abord pour quels réels B(x) = x + 1 s’annule.
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– 1 est la valeur interdite.

Puis, on commence la résolution dans l’ensemble R\{-1}.
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                                       (x – 1)(x + 1) = 0

Ce qui donne x = 1 ou  x = – 1

Or, – 1 étant valeur interdite, la solution est :  S = {1}

Exercice 5 :

Résoudre les équations suivantes :

A)   EQ \s\do2(\f(x - 1;2x + 3))= 0

B)   EQ \s\do2(\f((2x + 3)²;(x – 1)(3 – 4x)))
III. INEQUATIONS

Règles essentielles à la résolution des inéquations.

· Lorsqu’on ajoute un même réel aux deux membres d’une inéquation, l’inéquation qu’on obtient, a les mêmes solutions que la première.

· Lorsqu’on multiplie les deux membres d’une inéquations par un même réel non nul, l’inéquation qui en résulte à les mêmes solutions que le première.
· Le fait de multiplier par un réel négatif change le sens de l’inégalité. 

 

Résolvons l’équation x  x  .
On commence par ajouter 3 aux deux membres de l’équation : 5x - 3 + 3  2x + 4 + 3
ce qui donne     5x  2x + 7.

On ajoute -2x aux deux membres de l’inégalité : 5x - 2x  2.x + 7 – 2.x
ce qui donne     3x  7.

Afin de faire disparaître le 3 devant le x, on multiplie les deux membres de l’inéquation par l’inverse de 3, à savoir 1/3. 
Comme on multiplie par un nombre positif, le sens est conservé.
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Exercice 6 :

Résoudre l’inéquation – 7x < – 5x + 3.

 

IV. Tableaux de signes

a. Signe de ax  b

Il y a deux manières pour connaître le signe du binôme : en utilisant les fonctions affines ou en résolvant des inéquations. 

 

En utilisant les fonctions affines : 
On utilise un résultat provenant de l'étude des fonctions affines. 

· Si a est positif alors le tableau de signe du binôme ax  b est : 
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· Si a est négatif alors le tableau de signe du binôme ax  b est : 
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Appliquons cela au binôme x   
Ici,   a= 7   et   b  , on obtient : 
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En résolvant des équations : 

Pour savoir quand est-ce que x   est positif, il suffit de résoudre l'inéquation x   > 0. 

Pour savoir quand est-ce  que x   est nul, il suffit de résoudre l'équation x    . 

Pour savoir quand est-ce que x   est négatif, il suffit de résoudre l'inéquation x   < 0. 

Déterminons pour quelles valeurs de x, x   est nul :

x   = 0   équivaut à  x   EQ \s\do2(\f(3;7))
Déterminons pour quelles valeurs de x, le binôme x   est positif :

x  3 > 0   SYMBOL 219 \f "Symbol"\h   x >  EQ \F(3;7) 
Déterminons enfin, quand est-ce que x   est négatif. :

x   < 0   équivaut x <  EQ \F(3;7) 
Le tableau de signe du binôme est donc le suivant : 
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Exercice 7 :

Donner le signe de :

A = x  
B = x  
C= x  

b. Signe d’un produit

Dressons le tableau de signe de l'expression A(x) = x x 
On connaît les signes de x   et de x  6
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On résume tout cela dans un tableau de signes
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Commentons ce tableau :

· Quand x est inférieur à 0,5, les deux binômes sont négatifs. Or le produit de deux négatifs donne un positif. Lorsque x < 0,5, A(x) est donc positif.

· Lorsque x = 0,5, alors x   est égal à 0. Etant le produit de deux réels dont l'un est nul, A(1,5) est par conséquent lui-aussi nul.

· Entre 0,5 et 1,5, le binôme x   est positif à la différence de    qui lui reste négatif. Or le produit d'un négatif et d'un positif donne un négatif. Donc A(x) est négatif entre 0,5 et 1,5.

· Quand x = 1,5 alors l'expression x   s'annule. Il est alors clair que A(2) est aussi nul.

· Enfin lorsque x >1,5 est supérieur, les deux binômes sont positifs. Il en va alors de même pour A(x).

Remarque :

On peut mettre dans un tableau de signes autant de colonnes et de lignes que l’on veut, la méthode reste la même.

 Exercice 8 :

Résoudre les inéquations suivantes :

A) (2x + 4)(–2x + 3)  0

B) – xx x  > 0

C) (x  ²  x x   (x  
a.   Signe d’un quotient

On utilise la même méthode que précédemment, en oubliant pas d’enlever les valeurs interdites :
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Il existe 2 valeurs interdites qui sont – 3 et  – 5

Pour résoudre cette équation, il va donc falloir se ramener à une inéquation du type  EQ \s\do2(\f(A(x);B(x)))  0 par toute une série de modifications d'écriture.

Après il suffira juste de dresser le tableau de signes de la fraction obtenue. 




Cette fraction comporte trois facteurs dont on connaît le signe suivant x
Le tableau de signes de cette fraction est donc : 
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Remarque :

Les doubles barres correspondent aux valeurs interdites.

Ce qui nous intéresse, c'est de savoir quand est-ce que la fraction est inférieure ou égale à 0 (signes –)

L'ensemble des solutions est donc : [image: image21.png]5=} oo-5[U 340




Exercice 9 :
A)  EQ \s\do2(\f(– 2x + 4;2 + 3x)) > 0
B)  EQ \s\do2(\f((x – 3)(x + 4);x – 5)) < 0

C)  EQ \s\do2(\f(2;3 – x))  EQ \s\do2(\f(5x;x + 1))
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