Chapitre VI  : fonctions affines - inéquations

I. Fonctions affines

a) définition

Soient a et b deux réels donnés. Lorsqu’à chaque réel x, on associe le réel  ax + b, on définit une fonction affine f et on note  f(x) = ax + b.

exemple : les fonctions  f et g respectivement définies sur ( par  f(x) = 3x + 5  et  g(x) = 2x – 7 sont des fonctions affines.

(  Lorsque b = 0, la fonction est dite linéaire, comme par exemple,  f(x) = -3x.

(  Lorsque a = 0, la fonction est dite constante, comme par exemple, f(x) = 3, pour tout réel x.
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Dans un repère, la représentation graphique d’une fonction                                                              

affine  f : x ( ax + b est une droite. On dit que cette droite a 

pour équation  y = ax + b  et que a est son coefficient directeur,

b son ordonnée à l’origine.

Cette droite passe par le point P(0 ; b).

conséquences : 

(  Dans le cas d’une fonction linéaire  x ( ax, la droite d’équation y = ax passe par l’origine du repère. L’image est proportionnelle à la variable.

(  Dans le cas d’une fonction constante, la droite d’équation  y = b est parallèle à l’axe des abscisses. L’image est constamment égale à b.

b) fonctions affines et taux de variation

Théorème : Soit  f une fonction affine définie par f(x) = ax + b.

Alors, pour tous u et v tels que u ( v,  eq \s\do1(\f(f(u) – f(v); u – v)) = a.

Ce rapport est appelé taux de variation de f entre u et v.

Théorème : f est une fonction définie sur ( et telle que les réels  eq \s\do1(\f(f(u) – f(v); u – v)) où u ( v, sont tous égaux à un réel a. Alors f est la fonction affine définie par  f(x) = ax + f(0).

démonstration : Par hypothèse, pour tous u et v, u ( v,  eq \s\do1(\f(f(u) – f(v); u – v)) = a. donc en particulier, si u ( 0 et 

v = 0,  eq \s\do1(\f(f(u) – f(0); u – 0)) = a  d’où  f(u) = au + f(0)  (égalité encore vraie pour u = 0).

Donc la fonction  f est affine.

Exercice : Dans un repère, les points A et B ont pour coordonnées (-4 ; -1) et (2 ; 2).

Quelle est la fonction affine représentée par la droite (AB) ?

Solution : La droite (AB) n’est pas parallèle à l’axe des ordonnées, donc elle représente une fonction affine. Notons  f cette fonction et posons  f(x) = ax + b. Il s’agit de déterminer a et b.

on a alors : a =  eq \s\do1(\f(f(xA) – f(xB); xA – xB)) =  eq \s\do1(\f(yA – yB;xA– xB )) =  eq \s\do1(\f(-1 – 2;-4 – 2)) =  eq \s\do1(\f(-3;-6)) =  eq \s\do1(\f(1;2)).

Pour trouver b, on reporte a dans yA = f(xA), d’où ici, -1 = -4 (  eq \s\do1(\f(1;2)) + b. Il en résulte que b = 1.

c) Sens de variation

Théorème : Soit  f : x ( ax + b  une fonction affine.

Si  a > 0  alors  f est croissante sur (.

Si  a = 0  alors  f est constante sur (.

Si  a < 0  alors  f est décroissante sur (.

II. Résolution d’inéquations

a) Inéquation du premier degré

Soient a et b deux réels. Résoudre l’inéquation  ax + b ( 0, c’est trouver tous les nombres x tels que 
ax + b  est négatif.

Les valeurs trouvées sont appelées les solutions de l’inéquation.

	exemples :  2x + 3 ( 0

                        2x ( -3

                          x ( -  eq \s\do1(\f(3;2))
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L’ensemble des solutions est l’ensemble de tous les réels inférieurs ou égaux à -  eq \s\do1(\f(3;2)), c’est à dire l’intervalle  ]-( ; -  eq \s\do1(\f(3;2))].

                         -  eq \s\do1(\f(3;2))
	    -3x – 13 < 0

            -3x < 13

               x > -  eq \s\do1(\f(13;3))
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L’ensemble des solutions est l’ensemble de tous les réels strictement supérieurs à -  eq \s\do1(\f(13;3)), c’est à dire l’intervalle  ]-  eq \s\do1(\f(13;3)) ; +([.

                        -  eq \s\do1(\f(13;3))


b) Signe d’un produit, d’un quotient

exemple 1 : Etudier le signe de E(x) = (4 – 3x)(5x + 2)

E(x) est le produit de deux facteurs  4 – 3x  et  5x + 2. Pour trouver le signe de E(x), déterminons le signe de chacun des facteurs.

On résout alors 4 – 3x < 0. L’ensemble des solutions est ] eq \s\do1(\f(4;3)) ; +([.

Donc le facteur 4 – 3x est négatif sur ] eq \s\do1(\f(4;3)) ; +([, nul en  eq \s\do1(\f(4;3)) et positif sur ]-( ;  eq \s\do1(\f(4;3))[.

On résout ensuite 5x + 2 < 0. L’ensemble des solutions est ]-( ; - eq \s\do1(\f(2;5))[.

Donc le facteur 5x + 2 est négatif sur ]-( ; - eq \s\do1(\f(2;5))[, nul en - eq \s\do1(\f(2;5)) et positif sur ] - eq \s\do1(\f(2;5)) ; +([.

Consignons alors le signe de  4 – 3x  et celui de  5x + 2  dans un même tableau et utilisons la règle des signes pour déterminer le signe de E(x).

	x
	-(        - eq \s\do1(\f(2;5))                    eq \s\do1(\f(4;3))           +(  
	  Conclusion : 

E(x) = 0  si  x = - eq \s\do1(\f(2;5))  ou x =  eq \s\do1(\f(4;3)) , E(x) > 0 si  x (]- eq \s\do1(\f(2;5)) ;  eq \s\do1(\f(4;3))[  

et E(x) < 0  si x (]-( ; - eq \s\do1(\f(2;5))[ ∪ ] eq \s\do1(\f(4;3)) ; +([.



	signe de 4 – 3x
	+
	        +        0       –
	

	signe de 5x + 2
	     –      0        +    
	+
	

	signe de E(x)
	     –      0        +         0        –
	

	
	
	


exemple 2 : Etudier le signe de F(x) =  eq \s\do1(\f(x – 3;6 + 2x)).

On étudie le signe d’un quotient de la même façon que celui d’un produit en supprimant les valeurs pour lesquelles le dénominateur est nul.

x – 3  est positif sur ]3 ; +([, nul en 3 et négatif sur ]-( ; 3[.

6 + 2x  est positif sur ]-3 ; +([, nul en -3 et négatif sur ]-( ; -3[. 

Le dénominateur est donc nul pour x = -3

On établit le tableau de signes :

	x
	-(            -3                  3              +(
	Conclusion :

F(x) = 0  si  x = 3  ,  F(x) < 0 si  x (]-3 ; 3[

et F(x) >0 si  x (]-( ; -3[∪ ]3 ; +([.

	signe de x – 3
	–
	        –
       0         +
	

	signe de 6 + 2x
	       –       0        +
	+
	

	signe de F(x)
	       +
	        –         0         +
	


