Chapitre X :Triangles isométriques-triangles semblables

I. Triangles isométriques

a) définition

[image: image1.wmf]Dire que deux triangles sont isométriques signifie que leurs côtés sont deux à deux de même longueur.

●  ABC est un triangle isocèle en A, H le milieu de [BC].

Alors ABH et ACH sont isométriques.

●  ABCD est un parallélogramme de centre O.

Alors OAB et OCD sont isométriques.

Propriété : Lorsque deux triangles sont isométriques, leurs angles sont égaux deux à deux.

b) Caractérisation des triangles isométriques

premier cas d’isométrie : 

Si deux triangles ont un côté de même longueur, adjacent à deux angles respectivement de même mesure, alors les deux triangles sont isométriques.

deuxième cas d’isométrie : 
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Si deux triangles ont un angle de même mesure compris entre deux côtés respectivement de même longueur, alors les deux triangles sont isométriques.

Exercice 1 : ABC est un triangle isocèle tel que AB = AC = 2BC.

C’ et B’ sont les milieux de [AB] et [AC] respectivement.

Démontrer que les triangles suivants sont isométriques :

a)  AB’B et AC’C ;

b)  BB’C et CC’B. 

solution : a)  

);B’AB) eq \o(\s\up6( = 
 eq \o(\s\up6();C’AC)
, AB’ = AC’ et AB = AC. Donc d’après le deuxième cas d’isométrie, AB’B et AC’C sont isométriques.

b)  D’après a) les côtés des triangles AB’B et AC’C ont deux à deux la même longueur ; donc, en particulier, BB’ = CC’.

De plus, BC’ = B’C. Donc les triangles BB’C et CC’B sont isométriques.

Exercice 2 : ABDE et BCFG sont deux carrés construits à l’extérieur du triangle ABC.

Démontrer que AG = DC.
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solution : 
 eq \o(\s\up6();ABG)
 = 
 eq \o(\s\up6();ABC)
 + 90° et 
 eq \o(\s\up6();DBC)
 = 
 eq \o(\s\up6();ABC)
 + 90°.

Donc 
 eq \o(\s\up6();ABG)
 = 
 eq \o(\s\up6();DBC)
.

De plus, BA = DB et BC = BG.

Donc d’après le deuxième cas d’isométrie, les triangles

ABG et DBC sont isométriques.

Ces triangles ont donc leurs côtés homologues de même

longueur ; d’où en particulier : AG = DC.

remarque : pour résoudre cet exercice on peut utiliser la 

rotation de centre B et d’angle 90° dans le sens direct.

II. Triangles semblables

a) définition

Deux triangles sont semblables (on dit aussi qu’ils ont la même forme), si leurs angles sont égaux deux à deux.

remarque : deux triangles isométriques sont des triangles semblables puisque leurs angles sont égaux deux à deux. Mais des triangles semblables ne sont pas nécessairement isométriques.

Propriété : Si deux triangles ont deux angles respectivement égaux, alors ils sont semblables.

[image: image41.png]


Exemple 1 : ABC est un triangle isocèle en A tel que : 
 eq \o(\s\up6();B)
 = 72°.

La bissectrice de l’angle 
 eq \o(\s\up6();C)
 coupe [AB] en D. 

Démontrer que les triangles ABC et BDC sont semblables. 

solution : Dans le triangle ABC, isocèle en A, 
 eq \o(\s\up6();ABC)
 = 
 eq \o(\s\up6();ACB)
 = 72° et 
 eq \o(\s\up6();BAC)
 = 36°.

Dans le triangle BDC, 
 eq \o(\s\up6();DBC)
 = 72°, 
 eq \o(\s\up6();BCD)
 =  eq \s\do1(\f(1;2)) 
 eq \o(\s\up6();BCA)
 = 36°.
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Les triangles ABC et BCD ont alors deux angles respectivement égaux. Ces triangles sont donc semblables.

Exemple 2 : C est un cercle de centre O, ABC un triangle, ayant trois angles aigus, inscrit dans C. D est un point de l’arc 
 eq \o(\s\up2();BC)
 ne contenant pas A. La droite (AD) coupe le segment [BC] en E.

Démontrer que les triangles DBE et CAE sont semblables.

solution : Les angles 
 eq \o(\s\up6();AEC)
 et 
 eq \o(\s\up6();BED)
 sont opposés par le sommet, ils sont donc égaux.

Les angles 
 eq \o(\s\up6();BDA)
 et 
 eq \o(\s\up6();BCA)
 sont des angles inscrits dans le cercle qui interceptent le même arc de cercle, donc 
 eq \o(\s\up6();BDA)
 = 
 eq \o(\s\up6();BCA)
. En conclusion, les triangles BCA et BDA ont deux angles respectivement égaux, ils sont donc semblables.

b) réduction agrandissement

Théorème : Si deux triangles sont semblables, alors les côtés opposés aux angles égaux sont proportionnels.

exemple : si on sait que ABC et MNP sont semblables avec 
 eq \o(\s\up6();A)
 = 
 eq \o(\s\up6();M)
, 
 eq \o(\s\up6();B)
 = 
 eq \o(\s\up6();N)
 et 
 eq \o(\s\up6();C)
 = 
 eq \o(\s\up6();P)
, 

alors   eq \s\do1(\f(MN;AB)) =  eq \s\do1(\f(NP;BC)) =  eq \s\do1(\f(MP;AC)) = k.

On dit que les côtés de ABC sont proportionnels aux côtés de MNP .Le rapport k est appelé coefficient d’agrandissement ou de réduction, on parle aussi de rapport de similitude.
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démonstration : on reprend les notations de l’exemple, et on suppose de plus que MN < AB.

Puisque 
 eq \o(\s\up6();A)
 = 
 eq \o(\s\up6();M)
, on peut déplacer le triangle MNP sur ABC de façon que M soit en A, et N entre A et B.

Les angles correspondants 
 eq \o(\s\up6();N)
 et 
 eq \o(\s\up6();B)
 sont égaux, donc les droites (NP) et (BC) 

sont parallèles. On retrouve une configuration de Thalès donc les côtés des triangles ABC et MNP sont proportionnels et  eq \s\do1(\f(MN;AB)) =  eq \s\do1(\f(NP;BC)) =  eq \s\do1(\f(MP;AC)).

Théorème réciproque : Si deux triangles ont leurs côtés respectivement proportionnels alors ces triangles sont semblables.

Exemple : dans l’exemple 2, précédent, on avait prouvé que ACE et BED étaient semblables, on en déduit alors  eq \s\do1(\f(AE;EB)) =  eq \s\do1(\f(EC;ED)) =  eq \s\do1(\f(AC;BD)), d’où on déduit : AE ( ED = BE ( EC.

Propriété : Si ABC et MNP sont deux triangles semblables et si k est le coefficient d’agrandissement réduction, qui transforme ABC en MNP, alors : aire(MNP) = k2 aire(ABC).
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Exercice : ABC est un triangle, AB = 28 mm, BC = 39 mm et 

AC = 42 mm. I est le milieu de [AB]. On note D le point de [AC] 

tel que 
 eq \o(\s\up6();AID)
 = 
 eq \o(\s\up6();ACB)
.

1.  Calculer AD et ID.

2.  Démontrer que  eq \s\do1(\f(aire (AID); aire (ABC))) =  eq \s\do1(\f(1;9)).

solution : 

1.  Les triangles AID et ABC ont en commun l’angle 
 eq \o(\s\up6();BAC)
, de plus 
 eq \o(\s\up6();AID)
 = 
 eq \o(\s\up6();ACB)
 par hypothèse. Donc ces triangles ont deux angles égaux deux à deux, ils sont donc semblables.

On obtient alors  eq \s\do1(\f(AI;AC)) =  eq \s\do1(\f(ID;BC)) =  eq \s\do1(\f(AD;AB)).

D’où   eq \s\do1(\f(14;42)) =  eq \s\do1(\f(ID;39)) =  eq \s\do1(\f(AD;28))  et on obtient ID =  eq \s\do1(\f(14 ( 39;42)) = 13 et AD =  eq \s\do1(\f(14 ( 28;42)) =  eq \s\do1(\f(28;3)).

2.  Le coefficient d’agrandissement réduction est  eq \s\do1(\f(14;42)) =  eq \s\do1(\f(1;3)), donc  eq \s\do1(\f(aire (AID); aire (ABC))) =  eq \s\do1(\f(1;9)).

c) triangles semblables particuliers

Propriété 1 : Tous les triangles équilatéraux sont semblables.

Propriété 2 : Tous les triangles rectangles isocèles sont semblables.
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